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Ueber die Entwieklungscoefficienten der
lemniscatischen Functionen.

Von

A. Hurwitz in Ziirich,
correspondirendem Mitgliede der Gesellschaft.

Vorgelegt in der Sitzung am 27. November 1897,

In der Theorie der Gaussischen complexen ganzen Zahlen
spielen bekanntlich die lemniscatischen Functionen (d. h. diejenigen
elliptischen Functionen, fiir welche das Periodenverhiltnif gleich
der imagindren Einheit ¢ ist) dieselbe Rolle, wie die trigono-
metrischen Functionen in der Theorie der reellen ganzen Zahlen.
Ich vermuthete daher, daf die Entwicklungscoefficienten einer ge-
eignet gewdhlten lemniscatischen Function dbnliche zahlentheore-
tische Eigenschaften besitzen mdéchten, wie die Bernoulli’schen
Zahlen, welche die Entwicklungscoefficienten der Cotangente bilden.
Diese Vermuthung fand bei genauerer Untersuchung ihre voll-
kommenste Bestitigung, und ich mochte mir erlauben, dieses in
den folgenden Zeilen des Niheren darzulegen.

Wenn man zur Abkiirzung

1 dz
(1) o =2 I Vi
setzt, so befriedigt die Weierstraf'sche Function g (u), deren Pri-
mitivperioden @ und ¢ sind, die Differentialgleichung
@) P W) = 4p* () —4p(w).

Ich setze nun die Entwicklung dieser Funetion @ (#) nach auf-
steigenden Potenzen von # in der folgenden Form an:
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Dann sind es die durch diesen Ansatz definirten Zahlen
4 E, E, E, ..., E, ..... ,

welche das Analogon der Bernoulli’schen Zahlen bilden.
Die Zahlen E, sind reeile positive rationale Zahlen, welche
sich der Reihe nach auf Grund der Gleichung

P () = 6¢p*(w)—2
berechnen lassen. Setzt man némlich in diese Gleichung die Ent-
wicklung (3) fiir p(u) ein, so ergiebt sich zunidchst £, = ; und
sodann die, fiir jedes ganzzahlige n>1 geltende, Recursionsformel

3
2n—3)(16n°—

wo (4n),, den 4%ten Binomialcoefficienten zur Basis 4n bezeichnet.

Wie vermdge der Bernoulli’schen Zahlen B, sich die Summen
der reciproken Potenzen der reellen ganzen Zahlen ausdriicken
lassen, so lassen sich die Summen der reciproken Potenzen der
complexen ganzen Zahlen vermdge der Zahlen E, darstellen. Aus
der Partialbrachzerlegung der Function @ (u) ergiebt sich n#mlich
unmittelbar:

®) E = s E(M (@En—4k—1)(4n), EE,_,,

! 1 (2 )4”
® 2 e = (42)1

En,

wobel die Summe iiber alle complexen ganzen Zahlen r-is mit
Ausschlufl der Null auszudehnen ist. Die Analogie dieser Glei-
chung (6) mit der bekannten Gleichung:

1 _ @~
e IR

in welcher die Summe iiber alle reellen (positiven und negativen)
ganzen Zahlen 7 mit Ausschluf der Null auszudehnen ist, tritt
besonders deutlich hervor, wenn man beachtet, daf

' de .
T =2 —_— I8t
y[ Vl—xa

Ich komme nun zu dem Hauptergebnifi meiner Untersuchung,
ngmlich zu, demjenigen Satze tiber die Zahlen E,, welcher dem
v. Staudt-Clausen’ schen Satze iiber die Bernoulli’ schen Zahlen ent-
spricht. Um den in Réde stehenden Satz ‘moglichst einfach aus-
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sprechen zu konnen, will ich mich der folgenden Bezeichnungen
bedienen :

Der Buchstabe p bedeute eine Primzahl von der Form 4%+1,
und wenn -
p = a+0
die Zerlegung einer solchen Primzahl in die Summe zweier Qua-
drate vorstellt, so soll o’ immer das ungerade Quadrat sein. Die
Zahl @ selbst soll mit einem solchen Vorzeichen genommen werden,
daf die Congruenz
a = b+1(mod4)

erfiillt ist. Hiernach wird z. B. fiir
p=5=1"4+2" p=13=38"+2", p =17 = 1°4- 4, p =29 = 5?4122,
der Reihe nach

a = —1, a =3, a =1, a = —5b

sein. Ferner will ich voraussetzen, die Zahlen E, seien in Form
von Briichen dargestellt, deren Zihler und Nenner positive ganze
Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind, wodurch dann die Bezeich-
nung ,Nenner der Zahl E, ¢ einen unzweideutigen Sinn erhilt.

Dies festgesetzt, besteht nun der folgende Satz:

,Der Nenner der Zahl E, enthilt nur einfache
Primfactoren, und zwar aufier der Primzahl 2 alle
und nur diejenigen Primzahlen p von der Form 4% +1,
fiir welche p—1 ein Divisor von 4n ist. Ueberdies

gilt die Gleichung
4n
2 a)Pt
B, = 6+3+3%0

wo die Summation iiber die genannten Primzahlen p
auszudehnen ist, wihrend @, eine ganze Zahl be-
zeichnet.”

Fir die Zahlen G, gilt der Satz, daf sie, abgesehen von

G, = 0, simmtlich ungerade Zahlen sind.
Als Beispiele mogen die nachstehenden Gleichungen dienen:

1 1 2
E=1wm=2"%

3 1 4
E2 =70 = —1+’§‘+'g‘,

34

7 1 8, 6
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3.7 11 1 16 2
E=—Tp =®+gtxtim
387011 1 32
.Ea = ———-————10 = 39299_'__2__-_.5 .

Die Auffindung des soeben formulirten Satzes und seines Beweises
bot darum einige Schwierigkeit dar, weil eine &hnliche Beziehung,
wie sie zwischen den Bernoulli’schen Zahlen und den Summen der
Potenzen aufeinanderfolgender ganzen Zahlen besteht, fiir die Zah-
len E, nicht stattfindet, oder es mir doch wenigstens nicht mog-
lich gewesen ist, eine solche Beziehung zu entdecken. Auf dem
Zusammenhange der Bernoulli’schen Zahlen mit den erwidhnten
Potenzsummen beruhen aber sdmmtliche Beweise des v. Staudt-
Clausen’schen Satzes; es war daher nothwendig zur Auffindung
und zum Beweise des entsprechenden Satzes fiir die Zahlen E,
neue Hiilfsmittel zu beschaffen. Diese habe ich in der Theorie
der complexen Multiplication der lemniscatischen Functionen ge-
funden, wie ich in einer ausfithrlicheren Arbeit iiber die Zahlen E,
anderen Ortes zu zeigen gedenke. Dabei werden sich beildufig
auch einige bemerkenswerthe KEigenschaften der Entwicklungs-

coefficienten der Function 1 ergeben.
@ ()

Aehnliche Sitze, wie fiir die Entwicklungscoefficienten der
lemniscatischen Functionen, gelten auch fiir die Entwicklungs-
coefficienten derjenigen elliptischen Functionen, deren Perioden-
verhidltnifl eine imagindre dritte Einheitswurzel ist. Ob aber diese
Sitze allgemein auf die elliptischen Functionen, welche complexe
Multiplication zulassen, iibertragen werden konnen, und ob viel-
leicht sogar fiir jeden algebraischen Zahlkirper Zahlen existiren,
welche fiir diesen eine #hnliche Bedeutung haben, wie die Bernoulli-
schen Zahlen fiir den Korper der rationalen Zahlen, das sind
Fragen, deren Beantwortung weitergehende Untersuchungen er-
fordert.

Ziirich, den 6. November 1897.
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